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Polinomios de Chebyshev.

4.1 - Polinomios de Chebyshev.

Los Polinomios de Chebyshev estan estrechamente ligados a la teoria de la aproximacion de
funciones, por lo que parecerian estar fuera de lugar en este trabajo dedicado a las Ecuaciones
Diferenciales. No obstante introducimos agqui su tratamiento tanto por sus notables similitudes
con los Polinomios de Legendre, como porque una de las principales aplicaciones de ambos la
constituye el desarrollo de los filtros eléctricos, o filtros de ondas, de gran importancia en las
ramas de la ingenieria eléctrica y electronica. Esta aplicacion la comparten también con las
funciones de Bessel, que veremos en e proximo capitulo.

Lafuncion
Ch(x) = cos(narcosx) (4.1

en lacua n es cualquier nimero natural, se conoce como Polinomio de Chebyshev de orden n.

Aungue a primera vista no parezca evidente, la funcion mencionada es en efecto un polinomio en
X, finito paratodo X # <o, como probaremos a continuacion.

En primer lugar, s n =0, es obviamente:

Co(x) = cos(Oarcosx) = cos0 =1
A suvez, para n =1,

C1(x) = cos(arcosx) = X

Ahora bien, para calcular los polinomios sucesivos, se puede apelar ala formula de recurrrencia
gue demostraremos a continuacion:

El Polinomio de orden n es, por definicion (4.1):

Ch(x) = cos(narcosx)
Y s [lamamos, para simplificar,

U = arcosx
reemplazando, obtenemos.

Cn(x) = cosnu (4.2
A suvez, lafuncion inversade u es:

X = cosu (4.3)
De acuerdo con la definicion dada mas arriba, €l Polinomio deorden n + 1, ser&

Cri1(x) =cos[(n+1)u] =cos(nu + u)
y €l deordenn -1:

Ch1(x) =cos[(n-1)u] =cos(nu - u)
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Al aplicar las conocidas formulas del coseno de la suma y del coseno de la diferencia, las dos
ultimas igual dades quedan modificadas como sigue:

Cnh1(X) = COS U CcOSNU - Senu sennu
y Cri(Xx) = cos u cosnu +senu sennu
Al sumar miembro a miembro estas dos igualdades, y despejar luego, se obtiene:
Ch1(Xx) =2 cos ucosnu - Cpg(x)
y reemplazando segiin (4.2) y (4.3):
Chi(X) = 2x Ch(x) - Cr1(x) (4.4

A partir de este resultado, es posible determinar, por reiteracion, € polinomio que representa a
cada una de las funciones de Chebyshev.

A continuacién, atitulo de gjemplo, desarrollamos las primeras de €ellas:
Yavimos que
Co(x) =1
y Ci(x) =X
Si aplicamos laformula (4.4), obtendremos, sucesivamente:
Co(Xx) = 2x Ci(x) - Co(x) = 2x* -1
Ca(X) = 2X Co(x) - Co(x) =4x3-2x-x=4x3-3x
Ca(X) = 2% C3(x) - Co(x) =8x%-6x-2x>+1=8x%-8x>+1
Cs(x) = 2x Cq(x) - Ca(x) =16x>-16x>+ 2x - 4 x>+ 3x =
=16 x° - 20 x> + 5x

Co(Xx) = 2x Cs(x) - Ca(x) =32x°%- 40x*+10x*- 8x*+ 8x* -1 =
=32x°-48 x*+18x% -1
Cr(x) = 2x Cs(x)-Cs(x)=64x"-96 x>+ 36x>-2x —

~16x°+20x3-5x = 64x'- 112 x> + 56X° - 7X
etc.

4.2 - Existencia dela Funcion de Chebyshev paravaloresde | x | > 1.
El rango de existencia de las Funciones de Chebyshev definidas segiin la (4.1) es
-1< x <1,

puesto que lafuncién arcos X no existe para cualquier valor de x de médulo mayor que 1.
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x| > 1,

Sin embargo, una simple inspeccion de los polinomios Cn ( X ) muestra que los mismos tienen
sentido para cualquier valor no infinito de x . Cabe entonces hacerse la pregunta: ¢Habra alguna
expresion similar a cos ( n arcos x ), que permita extender la validez de las funciones de
Chebyshev para cualquier valor de x cuyo médulo sea mayor que 1?.

Larespuesta es afirmativa. En efecto, lafuncién:
yn(x) =ch(nachx) (4.5)

tiene, para x <-1 y x> 1, igual significado quecos(ncosx) para-1<x <1, como veremosa
continuacion.

Comenzaremos por probar la validez de la expresion siguiente, que nos da el valor del coseno
hiperbdlico de una suma de dos nimeros:

ch(a+p) =cha chp + sha sh B
Efectivamente:
cho chp + sha shp= 8- +e” ef +eP e -e*ef —eP _

2 2 2 2
_ e(x+[3 +e—q+[3 +ea—[3+ e—(on+[3)+ecx+[3 _ e—on+[3_e(x—B+e—((x+ﬁ) _
4
a+p —(a+P)
-_€ + e =ch(a + B) (4.6)
2
A continuacion, llamaremos
achx = v X = chv

Reemplacemos este valor en la (4.5), y obtendremos:
Yn(Xx) = ch(nachx) = chnv
Si n=o, cho=1
Vemostambién ques n =1, entonces
11(X) =chv =x

Ahora, a partir de la formula (4.6), reemplazando o y B por, respectivamente, nv y v, podemos
hacer:

Ym1(X) =ch[(n+1)v] =ch(nv+v) =chnv.chv + shnv.shv
De modo enteramente similar se demuestra la formula siguiente, simétrica de la anterior:
Yna(x) =ch[(n-1)v] =ch(nv-v) =chnv.chv - shnv.shv

El resultado de sumar miembro a miembro las dos Ultimas igual dades es:
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Y1 (X) + yno1(X) =2 chv.chnv = 2 X y,(X)
Despejando y n+1 ( X ), resulta
Ya (X) = 2 X yn(X) - yn-1(X)

De aqui se llega a la férmula de recurrencia siguiente, que, como en €l caso anterior, nos
permitira obtener todos los coeficientes, a partir del conocimiento de dos consecutivos:

Yn(X) = 2 X yn-1(X) - vn-2(X)

Para terminar, debemos decir que, como no existe el arco coseno hiperbdlico de ningdn nimero
comprendido entre -1y 1, tampoco existe lafuncion y, ( x ) en dicho rango.

Como conclusion, las funciones C, (X) y yn ( X ) son, cada una de €llas, prolongacién analitica
delaotra. Lafigurasiguiente muestra los respectivos dominios de definicion.

Dominio de
definicion de C, (x)

Dominio de
definicion de vy, (X)

4.3 - Propiedadesy aplicaciones de las Funciones de Chebyshev.

Demostrada |la validez de la formula de recurrencia para cualquier valor de la variable x,
podemos formalmente definir 1a Funcién de Chebyshev como se ve a continuacion:

cos (narcos x) S 0<|x|<1
Cn(x) =
= yn(x) = cos (narch x) S IX| > 1

Esta definicion permite extender la validez de |os Polinomios de Chebyshev paratodo e dominio
delavariable x, desde — o a + .

A continuacién representamos algunos de |os polinomios:
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Cz(x) Cs(x)
1.5 1.5
1 1
0.5 5
X T T T X
-1 1 -1 -0.6 1
-1.5 -1.5
Ca(x) Cs(X)
1,5 1,5
1
0,5 0,5
0:2 0, 1

o X
r T T U T T T I
-1 -0,6/ -n?2 0,2 0,6 1 -1
-0.5
-1
-1,5

En la figura siguiente, representamos nuevamente la funcion C; ( X ), pero cambiando la escala,
para una mejor comprension de laformadel polinomio, cuando nos alggamos del valor x = 1.

Ca(x)
2

20

-1,5

10

-10

-20

-30
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Las funciones de Chebyshev tienen una importante aplicacion en la teoria de la aproximacion de
funciones, y, através de lamisma, en el desarrollo de filtros el éctricos anal gi cos.

A titulo de gjemplo, digamos que latransferencia T ( ® ) de un filtro Chebyshev es:

1
\]1+g2 CZ (o)

En esta ecuacion, o representa la frecuencia angular o pulsacion (o =2 nf ), € es un factor de
amortiguacion de la ondulacion o ripple (0<e<1),y C, ( ® ) € polinomio de orden n, en
funcién de o.

T(o) =

T5 (W)

12 +

En estafigura, lalinea gruesa representala

1 Re—————==——— A transferenciareal de un filtro Chebyshev,
pasabgjos, paran = 5, mientras que la
transferenciaideal seindicaen linea de puntos

0,8 +

0,6 +

04+

|
|
|
|
|
|
|
|
02+ |
|
!
1

0 025 05 0,75 125 15 1,75 2 2,25

4.4 - Problemas.

4.4.1 - Expresar
a) El polinomio Cs ( x ) como una suma algebraica de polinomios de L egendre:

Cs(x) =16 x° - 20 X3 + 5x
Solucion: Recordemos que

Ps(x) = 9355 - 35 24 15
8 4 8

Llamemos:
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Fo= Co-16. 8 P(x) =-20x° + 5x + 60 s 165
= -_20 x3 + E X
9 21
Hagamos ahora
R B2 = B 2 BB 3 g
9 S 21 3 21 21
Respuesta:
Cs(x) = 28 p(x)- B p(x) - Lp(x)
63 9 7

b) Idem, lafuncion C4( X ).

c) ldem, lafuncion Cs( X ).

4.4.2 - Cacular lasfunciones Cg(x) a Cio( x), aplicando laférmula de recurrencia a partir de
Cr(x) = 64x"- 112 X° + 56X - 7X.

132x8- 256 x® + 160x* - 32x% + 1.
256x°- 576 x' + 432x° - 120x° + 9x.

Respuesta:  Cg(X)
Co(Xx)
Cio(x) = 512x - 1280 x® + 1120x° - 400x* + 50%® - 1.

4.4.3 - Propiedades de las funciones de Chebyshev:

a) Veificar por inspeccion de las formulas respectivas, que para todas las funciones se
cumple que:

= 0, S nesimpar
Cn(0) = {

=+1, sSnespa

b) Verificar que todos los méximos y minimos de la funcion C, ( x ) caen en € interior
delintervalo — 1 < x <1

En efecto:
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d—Cz(x) = 4x C,(x)tieneunminimoenx =0

dx

d—C3(x):12x2-3 Max/minen x = £ _—

dx

d—C4(x)232x3-16x Max / minen x = ié yen x=0
d x V2

etc.

c) Verificar que en todos |os casos, la pendiente positiva maxima, dentro del intervalo
-1 <x<1

ocurre cuando x = 1. Esta propiedad es de gran importancia en la aplicacion de las funciones de
Chebyshev para el disefio de filtros el éctricos.

Verificacion: Observando las derivadas obtenidas en € problema b), podemos ver que el valor
maximo de aguellas, en el intervalo — 1 < x < 1, se produce en todos |os casos cuando x = 1.

Analicemos, por eemplo, lafuncién Cs(x) = 16 x° - 20 x> + 5x , cuyaderivadaes:
9 c(x) = 80x*-60x% + 5
dx

El valor maximo de la derivada, dentro del intervalo indicado, correspondeax =1,y esigua a
80-60+5 =25

Adviértase que estamos diciendo, el valor maximo de la derivada en €l intervalo, lo que de
ninguna manera implica que dicha derivada tenga un maximo en ese punto.
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Aplicaciones Matlab
o Funciones de Chebyshev.

» % Calculo de polinomios de Chebyshev por aplicacién de la férmula de recurrencia:
» Syms X

»C0=1

co= 1

»Cl=x 250(2x/2-1)x

Cl=x 1
» C2=2*x*C1-CO0 08
C2 = 2*x"2-1
» C3=2*x*C2-C1 02
C3 = 2*x*(2*x"2-1)-x o
» C4 =2*x*C3 - C2 o
C4 = 2%x*(2*%*(2*XN2-1)-X)-2*x"2+1 o
» % Como ejemplo representamos C3: 08
» ezplot(C3) B
» axis ([-1.2 1.2-1.2 1.2]) 1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

X
»

o Resolver el mismo problema en forma matricial:

»x=[-1.1:.1:1.1]
X =
Columns 1 through 7
-1.1000 -1.0000 -0.9000 -0.8000 -0.7000 -0.6000 -0.5000
Columns 8 through 14
-0.4000 -0.3000 -0.2000 -0.1000 0 0.1000 0.2000
Columns 15 through 21
0.3000 0.4000 0.5000 0.6000 0.7000 0.8000 0.9000
Columns 22 through 23
1.0000 1.1000
» % Cn = cos (n*arcos (X))
» % Ejemplo: Calcularemos y representaremos el polinomio de orden 4:
» C4 = cos(4*acos(x))
C4=
Columns 1 through 4
3.0328 - 0.0000i 1.0000 -0.2312 -0.8432
Columns 5 through 8
-0.9992 -0.8432 -0.5000 -0.0752
Columns 9 through 12
0.3448 0.6928 0.9208 1.0000
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Columns 13 through 16

0.9208 0.6928 0.3448 -0.0752
Columns 17 through 20

-0.5000 -0.8432 -0.9992 -0.8432
Columns 21 through 23

-0.2312 1.0000 3.0328

» plot (x,C4)

o Calcular y representar la transferencia de un filtro Chebyshev, si n esigual:
ni=3vy
n2= 6.
¢EN gué caso la respuesta se acerca mas a la del filtro ideal? Ver la figura de la pagina 4.8.

»w=[0:.1:2]
W =
Columns 1 through 7
0 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000 0.6000
Columns 8 through 14
0.7000 0.8000 0.9000 1.0000 1.1000 1.2000 1.3000
Columns 15 through 21
1.4000 1.5000 1.6000 1.7000 1.8000 1.9000 2.0000
»n=3 % Primer caso: n =3
n= 3
» C3 = cos (3*acos(w)) % Coeficiente C3, expresado en forma matricial.
C3=
Columns 1 through 7
-0.0000 -0.2960 -0.5680 -0.7920 -0.9440 -1.0000 -0.9360
Columns 8 through 14
-0.7280 -0.3520 0.2160 1.0000 2.0240 3.3120 4.8880
Columns 15 through 21
6.7760 9.0000 11.5840 14.5520 17.9280 21.7360 26.0000
» % Consideraremos en ambos casos que epsilon es igual a 0.5.
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» epsilon = 0.5
epsilon = 0.5000

» % Llamaremos: an = 1+epsilon"2*Cn”"2

» a3 = [1+epsilon*2*(C3(1,1))"2

1+epsilon*2*(C3(1,4))"2
1+epsilon*2*(C3(1,7))"2
1+epsilon"2*(C3(1,10)"2
1+epsilon*2*(C3(1,13))"2
1+epsilon"2*(C3(1,16))"2
1+epsilon*2*(C3(1,19))"2
a3 =
Columns 1 through 7

1+epsilon*2*(C3(1,5))"2
1+epsilon*2*(C3(1,8))"2
1+epsilon"2*(C3(1,11))"2
1+epsilon2*(C3(1,14))"2
1+epsilon"2*(C3(1,17))"2
1+epsilon”2*(C3(1,20))2

1+epsilon*2*(C3(1,2))"2

1+epsilon*2*(C3(1,3))"2
1+epsilon"2*(C3(1,6))"2
1+epsilon*2*(C3(1,9))"2
1+epsilon"2*(C3(1,12))"2
1+epsilon*2*(C3(1,15))"2
1+epsilon"2*(C3(1,18))"2
1+epsilon*2*(C3(1,21))"2]

1.0000 1.0219 1.0807 1.1568 1.2228 1.2500 1.2190

Columns 8 through 14

1.1325 1.0310 1.0117 1.2500 2.0241 3.7423 6.9731

Columns 15 through 21

12.4785 21.2500 34.5473 53.9402 81.3533 119.1134 170.0000

»

» % Por fin: T3 = (a3)"(-0.5)

» T3 = [(a3(1,1))*(-0.5) (a3(1,2))(-0.5) (a3(1,3))(-0.5) (a3(1,4))"(-0.5) (a3(1,5))"(-0.5)
(@3(1,6))*(-0.5) (@3(1,7))"(-0.5) (a3(1,8))*(-0.5) (a3(1,9))"(-0.5) (a3(1,10))"(-0.5)
(@3(1,11)"(-0.5) (a3(1,12))*(-0.5) (a3(1,13))(-0.5) (a3(1,14))(-0.5) (a3(1,15))"(-0.5)
(@3(1,16))(-0.5) (a3(1,17))(-0.5) (a3(1,18))"(-0.5) (a3(1,19))"(-0.5) (a3(1,20))"(-0.5)
(a3(1,21))(-0.5)]
T3 =
Columns 1 through 7
1.0000 0.9892 0.9620
Columns 8 through 14
0.9397 0.9849 0.9942
Columns 15 through 21
0.2831 0.2169 0.1701
» % Segundo caso: h =6
» C6 = cos (6*acos(w))
C6 = 1.0e+003 *
Columns 1 through 7
-0.0010 -0.0008 -0.0004
Columns 8 through 14
0.0001 -0.0008 -0.0009
Columns 15 through 21
0.0908 0.1610 0.2674

»

0.9298 0.9043 0.8944 0.9057

0.8944 0.7029 0.5169 0.3787

0.1362 0.1109 0.0916 0.0767

0.0003 0.0008 0.0010 0.0008

0.0010 0.0072 0.0209 0.0468

0.4225 0.6418 0.9439 1.3510
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4.14

» ab =[1+epsilon*2*(C6(1,1))"2 1+epsilon*2*(C6(1,2))"2

1+epsilon*2*(C6(1,4))"2
1+epsilon*2*(C6(1,7))"2
1+epsilon*2*(C6(1,10))"2
1+epsilon2*(C6(1,13))"2
1+epsilon*2*(C6(1,16))"2
1+epsilon*2*(C6(1,19))"2

1+epsilon*2*(C6(1,5))"2
1+epsilon"2*(C6(1,8))"2
1+epsilon*2*(C6(1,11))"2
1+epsilon"2*(C6(1,14))"2
1+epsilon*2*(C6(1,17))"2
1+epsilon"2*(C6(1,20))"2

1+epsilon"2*(C6(1,3))"2
1+epsilon*2*(C6(1,6))"2
1+epsilon"2*(C6(1,9))"2
1+epsilon*2*(C6(1,12))"2
1+epsilon"2*(C6(1,15))"2
1+epsilon*2*(C6(1,18))"2
1+epsilon*2*(C6(1,21))"2]

a6 = 1.0e+005 *
Columns 1 through 7
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Columns 8 through 14
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0011 0.0055
Columns 15 through 21
0.0206 0.0648 0.1787 0.4463 1.0299 2.2274 4.5630
» T6 = [(a6(1,1))*(-0.5) (a6(1,2))\(-0.5) (a6(1,3))(-0.5) (a6(1,4))(-0.5) (a6(1,5))"(-0.5)
(a6(1,6))*(-0.5) (a6(1,7))"(-0.5) (a6(1,8))*(-0.5) (a6(1,9))*(-0.5) (a6(1,10))"(-0.5)
(@6(1,11))(-0.5) (a6(1,12))(-0.5) (a6(1,13))(-0.5) (a6(1,14))(-0.5) (a6(1,15))"(-0.5)
(a6(1,16))(-0.5) (a6(1,17))(-0.5) (a6(1,18))(-0.5) (a6(1,19))"(-0.5) (a6(1,20))"(-0.5)
(a6(1,21))(-0.5)]
T6 =
Columns 1 through 7
0.8944 0.9245 0.9846 0.9920 0.9313 0.8944 0.9360
Columns 8 through 14
0.9996 0.9360 0.9108 0.8944 0.2679 0.0951 0.0427
Columns 15 through 21
0.0220 0.0124 0.0075 0.0047 0.0031 0.0021 0.0015
»
» plot (w,T3)
» plot (w,T6)

1 1

0.9 0.9

0.8 0.8

0.7 0.7

0.6 0.6
0.5 0.5
04 0.4
0.3 0.3

0.2 0.2

0.1 0.1

0 L L L L L L L L L 0 L L L L L L I
0 0.2 04 06 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 0 0.2 04 06 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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o Representar los polinomios de Chebyshev en funcion de los polinomios de Legendre:

» % Sea por ejemplo el polinomio de Chebyshev de orden cuarto:
» % Empezaremos por introducir en la sesion los polinomios de Legendre necesarios:

» SYyms X
»P0=1;
» Pl =x;

» P2 = 1/2*%(3*x"2-1);

» P3 = 1/2*(5*x"3-3*X);

» P4 = 1/8*(35*x"4-30*x"2+3);

» P5 = 1/8*(63*x"5-70*x"3+15*X);

»

» % Y también, los polinomios de Chebyshev. Son:
»C0=1;

» Cl =x;

» C2 = 2*x"2-1;

» C3 = 4*x"3-3*X;

» C4 = 8*xM4-8*x"2+1,;

» C5 = 16*x"5 -20*x"3+5*X;

»

» % Expresar C4 en funcion de los polinomios de Legendre:
»

» F2 = C4 - 8*8/35*P4

F2 = - 8/7*x"2+11/35

» FO = F2+8/7*2/3*P2

FO= -1/15
» F = FO + 1/15*P0
F=0

»

» % Finalmente:

» C4 = 8*8/35*P4 - 8/7*2/3*P2 - 1/15*P0
C4 = 8*x™M4 - 8*x"2+1

o Propiedades de los Polinomios: Valor maximo de la derivada, en €l intervalo -1 <x< 1.

» % En todos los casos, la derivada es maxima en el punto de abscisa x = 1:
» % Sea por ejemplo el Polinomio C5:

»

» Syms X

» C5 = 16*x"5 -20*x"\3+5*X;

» diff (C5)

ans = 80*x"4-60*x"2+5
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» ezplot (diff(C5))
» axis ([-1,1,-10,25])

80*x™M-60*x"2+5

» % qué ocurre cuando el indice es par; por ejemplo, C6 (X):
»

» C6 = 32*X"6 - 48*x"4 + 18*x"2 - 1;

» diff (C6)

ans = 192*x”5 -192*x"3+36*X

» ezplot (diff(C6))

» axis ([-1,1,-40,40])

192*x"5-192*x"3+36*X
40 T T T

-40
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